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Á³ëýã 1

Òýãø õýìò îëîí ãèø³³íò ýãýë òýãø

õýìò îëîí ãèø³³íò³³äýä çàäðàõ

�1.1. Òýãø õýìò îëîí ãèø³³íò

A á³õëèéí ìóæ äýýðõ A[X1, X2, . . . , Xn] îëîí ãèø³³íòèéí öàãèðãèéã àâ÷ ³çüå.

Àëèâàà τ ∈ Sn îðëóóëãûí õóâüä τ̃ : A[X1, X2, . . . , Xn] → A[X1, X2, . . . , Xn] áóóë-

ãàëòûã äóðûí f ∈ A[X1, X2, . . . , Xn] îëîí ãèø³³íòýä

(τf)(x1, x2, . . . , xn) = f
(
xτ(1), xτ(2), . . . , xτ(n)

)
ä³ðìýýð τf îëîí ãèø³³íòèéã õàðãàëçóóëúÿ. Òýãâýë τ̃ áóóëãàëò íü öàãèðãèéí

àâòîìîðôèçì (°°ðò áóóëãàõ èçîìîðôèçì) áîëîõûã øàëãàæ áîëíî.

Æèøýý 1.1.1. Õýðýâ τ =

(
1 2 3

2 3 1

)
∈ S3 áà f(x1, x2, x3) = x2

1 +2x1x2 + x2
3 áîë

(τf)(x1, x2, x3) = f
(
xτ(1), xτ(2), xτ(3)

)
= f(x2, x3, x1) = x2

2 + 2x2x3 + x2
1

áîëíî.

Òîäîðõîéëîëò 1.1.1. Õýðýâ àëèâàà τ ∈ Sn îðëóóëãûí õóâüä τf = f áàéõ f îëîí

ãèø³³íòèéã òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò ãýæ íýðëýäýã.

Æèøýý 1 -ä àâ÷ ³çñýí îëîí ãèø³³íò òýãø õýìòýé áóñ îëîí ãèø³³íò þì.
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Äàðààõ îëîí ãèø³³íò³³ä íü òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò³³ä áîëíî:

σ1(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + . . .+ xn =
n∑

i=1

xk;

σ2(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 + x1x3 + . . .+ xn−1xn =
∑

1≤i1<i2≤n

xi1xi2 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σk(x1, x2, . . . , xn) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

xi1xi2 . . . xik ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σn(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 . . . xn.

(1.1.1)

Ýäãýýð îëîí ãèø³³íòèéã ýãýë òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò³³ä ãýæ íýðëýäýã.

A[X1, X2, . . . , Xn] îëîí ãèø³³íòèéí öàãèðàã äýýð øèíý õóâüñàã÷ Y -ýýñ õàìàà-

ðàõ

f(y) = (y − x1)(y − x2) · · · (y − xn) = yn − σ1y
n−1 + σ2y

n−2 − . . .+ (−1)nσn (1.1.2)

îëîí ãèø³³íòèéã àâ÷ ³çüå. Òýãâýë y−x1, y−x2, . . . , y−xn øóãàìàí ³ðæèãäýõ³³-

í³³äèéí äóðûí îðëóóëãóóäûí õóâüä (1.1.2) òýíöëèéí ç³³í ãàð òàë ³ë °°ð÷ë°ãä°-

í°. Èéìä σk - òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò áîëíî.

Õýðýâ f, g ∈ A[X1, X2, . . . , Xn] îëîí ãèø³³íò³³ä íü òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò

áîë τ̃ àâòîìîðôèçìûí õóâüä

τ̃(f + g) = τ̃(f) + τ̃(g) = f + g, τ̃(fg) = τ̃(f)τ̃(g) = fg

áàéõ òóë òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò³³äèéí øóãàìàí ýâë³³ëãý áà òýäãýýðèéí ³ðæ-

âýð ì°í òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò áîëíî. Èéìä á³õ òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³í-

ò³³äèéí îëîíëîã A[X1, X2, . . . , Xn] öàãèðàãò äýä öàãèðàãèéã ³³ñãýíý.

�1.2. �íäñýí òåîðåì

g ∈ A[Y1, Y2, . . . , Yn] îëîí ãèø³³íòèéã àâ÷ ³çüå. Y1, . . . , Yn õóâüñàã÷óóäàä õàð-

ãàëçàí ³íäñýí òýãø õýìòýé σ1, . . . , σn îëîí ãèø³³íò³³äèéã îðëóóëàõàä ³³ñýõ

f(x1, . . . , xn) = g(σ1(x1, . . . , xn), . . . , σn(x1, . . . , xn))

îëîí ãèø³³íò íü ìýäýýæ òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò áàéíà.
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g îëîí ãèø³³íòýä îðîõ yi11 y
i2
2 · · · yinn íýã ãèø³³íòèéí õóâüñàã÷ á³ðèéí õóâüä

yk = σk(x1, . . . , xn) ãýæ îðëóóëàõàä ³³ñýõ x1, . . . , xn õóâüñàã÷ààñ õàìààðàõ îëîí

ãèø³³íò íü íýãýí ò°ðëèéí îëîí ãèø³³íò áàéõ áà deg σk = k òóë óã îëîí ãèø³³í-

òèéí çýðýã íü i1+2i2+ . . .+nin -òýé òýíö³³ áàéíà. i1+2i2+ . . .+nin íèéëáýðèéã

yi11 y
i2
2 · · · yinn íýã ãèø³³íòèéí æèí ãýæ íýðëýäýã. g îëîí ãèø³³íòýä îðîõ á³õ íýã

ãèø³³íò³³äèéí ìàêñèìàëü æèíã g(y1, . . . , yn) îëîí ãèø³³íòèéí æèí ãýæ íýð-

ëýäýã.

Òåîðåì 1.2.1 (Òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íòèéí ³íäñýí òåîðåì). A á³õëèéí ìóæ

áà f ∈ A[X1, . . . , Xn] îëîí ãèø³³íò íü m çýðãèéí òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò

áàéã. Òýãâýë

f(x1, x2, . . . , xn) = g (σ1, σ2, . . . , σn)

òýíöëèéã õàíãàõ m æèíòýé g ∈ A[Y1, . . . , Yn] îëîí ãèø³³íò öîð ãàíö îëäîíî.

Áàòàëãàà. Òåîðåìûí áàòàëãààã õî¼ð ³å øàòòàéãààð ã³éöýòãýå.

1. g îëîí ãèø³³íò îðøèí áàéõ. Õóâüñàã÷èéí òîî n áà îëîí ãèø³³íòèéí çýðýã

m ãýñýí õî¼ð ïàðàìåòðýýñ õàìààðóóëàí èíäóêöýýð íîòëîí õàðóóëúÿ. n = 1 ³åä

σ1 = x1 áà f(x1) = f(σ1) áîëîõ òóë òåîðåì áèåëíý. Èéìä õóâüñàã÷èéí òîî íü n−1

-ýýñ õýòðýõã³é òýãø õýìòýé f îëîí ãèø³³íòèéí õóâüä òåîðåìûã õàíãàõ g îëîí

ãèø³³íò îëääîã ãýæ ³çüå. Ýíäm = deg f ãýæ àâ÷ ³çíý.m = 0 ³åä f îëîí ãèø³³íò

íü A öàãèðãèéí ýëåìåíò áîëîõ òóë íîòëîõ ç³éë ³ã³é. Ì°í m -ýýñ áàãà çýðãèéí

äóðûí òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íòèéí õóâüä òåîðåìûã õàíãàõ g îëîí ãèø³³íò

îëäîíî ãýæ ³çíý.

m = deg f áàéõ f(x1, . . . , xn) ãýñýí òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íòèéí õóâüä òåî-

ðåìûã áàòëàÿ. xn = 0 ãýæ îðëóóëáàë èíäóêöèéí òààìàãëàë ¼ñîîð

f(x1, . . . , xn−1, 0) = g1 ((σ1)0, . . . , (σn−1)0)

òýíöëèéã õàíãàõ g1 ∈ A[Y1, . . . , Yn−1] îëîí ãèø³³íò îëäîíî. Ýíä

(σk)0 = σk(x1, . . . , xn−1, 0), k = 1, 2, . . . , n− 1.

Ìýäýýæ (σ1)0, . . . , (σn−1)0 -óóä íü x1, . . . , xn−1 õóâüñàã÷óóäààñ õàìààðñàí ³íäñýí

òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò áàéõ áà deg g1(σ1, . . . , σn−1) ≤ m áàéíà.

f1(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)− g1(σ1, . . . , σn−1) (1.2.1)

îëîí ãèø³³íòèéã àâ÷ ³çüå. Ýíý îëîí ãèø³³íò íü òýãø õýìòýé áàéõ áà deg f1 ≤ m

áàéíà.
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f1(x1, . . . , xn−1, 0) = 0 áàéõ òóë Áýçóãèéí òåîðåì ¼ñîîð xn | f1. Òýãø õýìòýé

ãýäãýýñ xk | f1, k = 1, 2, . . . , n áîëîõ áà ýíäýýñ σn = x1 · · · xn | f1. Èéìä

f1(x1, . . . , xn) = σn · f2(x1, . . . , xn) (1.2.2)

áàéíà. Ýíä f2 òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò áàéõ áà deg f2 = deg f1 − n ≤ m − n.

f2 îëîí ãèø³³íòèéí çýðýã íü m -ýýñ áàãà áàéõ òóë èíäóêö ¼ñîîð f(x1, . . . , xn) =

g2(σ1, . . . , σn) òýíöëèéã õàíãàõ g2(y1, . . . , yn) îëîí ãèø³³íò îëäîíî. (1.2.1) áà (1.2.2)

òýíöëèéã àøèãëàâàë

f(x1, . . . , xn) = g1(σ1, . . . , σn) + σn · g2(σ1, . . . , σn)

áîëîõ áà m -ýýñ õýòðýõã³é æèíòýé g = g1(y1, . . . , yn) + yng2(y1, . . . , yn) îëîí ãè-

ø³³íò îëäîíî. deg f = m òóë g îëîí ãèø³³íòèéí æèí m -ýýñ áàãà áàéæ ³ë

áîëíî. Èéìä g îëîí ãèø³³íòèéí æèí ÿã m áàéíà.

2. Öîð ãàíö îðøèí áàéõ. f = g1(σ1, . . . , σn) = g2(σ1, . . . , σn) áîë g(y1, . . . , yn) =

g1 − g2 ̸= 0 áà g(σ1, . . . , σn) = 0 í°õö°ë³³äèéã õàíãàõ g ∈ A[Y1, . . . , Yn] îëîí ãè-

ø³³íò îëäîíî. Ýíý íü σ1, . . . , σn -óóä A öàãèðàã äýýð àëãåáðûí õàìààðàëòàé áî-

ëîõûã èëòãýíý. Èíäóêöýýð σ1, . . . , σn -óóä A öàãèðàã äýýð àëãåáðûí õàìààðàëã³é

ãýæ õàðóóëàÿ.

Ýñðýãýýñ íü g(y1, . . . , yn) îëîí ãèø³³íò íü g(σ1, . . . , σn) = 0 áàéõ õàìãèéí áàãà

çýðãèéí òýãýýñ ÿëãààòàé îëîí ãèø³³íò áîëîã. g îëîí ãèø³³íòèéã A[Y1, . . . , Yn−1]

öàãèðàã äýýðõ îëîí ãèø³³íò ãýæ àâ÷ ³çâýë

g(y1, . . . , yn) = g0(y1, . . . , yn−1) + g1(y1, . . . , yn−1)yn + . . .+ gk(y1, . . . , yn−1)y
k
n,

degn g = k õýëáýðýýð áè÷èæ áîëíî. Õýðýâ g0 = 0 áîë g = ynh, h ∈ A[Y1, . . . , Yn]

áîëíî. Ýíäýýñ σnh(σ1, . . . , σn) = 0 áà A[X1, . . . , Xn] öàãèðàã òýãèéí õóâààã÷ã³é òóë

h(σ1, . . . , σn) = 0 áàéíà. deg h(y1, . . . , yn) = deg g(y1, . . . , yn)− 1 < deg g(y1, . . . , yn)

áàéõ òóë ýíý íü g îëîí ãèø³³íòèéí õàìãèéí áàãà çýðýãòýé ãýäãèéã ç°ð÷èí°. Èéìä

g0 ̸= 0 áàéíà.

g0(σ1, . . . , σn−1) + . . .+ gk(σ1, . . . , σn−1)σ
k
n = g(σ1, . . . , σn) = 0

òýíöýëä xn = 0 ãýæ îðëóóëáàë

g0 ((σ1)0, . . . , (σn−1)0) = 0

áîëíî. Ýíä (σ1)0, . . . , (σn−1)0 -óóä íü X1, . . . , Xn−1 õóâüñàã÷äààñ õàìààðñàí ³íä-

ñýí òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò³³ä. Í°ã°° òàëààñ èíäóêöèéí òààìàãëàë ¼ñîîð
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(σ1)0, . . . , (σn−1)0 -óóä íü A öàãèðàã äýýð àëãåáðûí øóãàìàí õàìààðàëã³é áàéõ

¼ñòîé òóë ç°ð÷èë ³³ñíý. Ýíý ç°ð÷èë íü g = g1 − g2 = 0 áîëîõûã èëòãýíý.

v = xi1
1 x

i2
2 . . . xin

n áà w = xj1
1 x

j2
2 . . . xjn

n íýã ãèø³³íò³³ä °ã°ãäñ°í áàéã. Òýãâýë

v > w áàéõ çàéëøã³é á°ã°°ä õ³ðýëöýýòýé í°õö°ë íü i1 − j1, i2 − j2, . . . , in − jn äà-

ðààëàë 0, 0, . . . , 0, t, . . . õýëáýðòýé áàéíà. Ýíä t > 0. Ýíý ýðýìáèéã ëåêñîãðàô ýðýì-

áý ãýæ íýðëýäýã. Ëåêñîãðàô ýðýìáýýð îëîí ãèø³³íòèéí õàìãèéí ýõýëæ áàéðëàõ

(õàìãèéí èõ) íýã ãèø³³íòèéã àõìàä ãèø³³í ãýæ íýðëýäýã. Îëîí ãèø³³íòèéí

íýã ãèø³³íò³³äèéã èõ íýã ãèø³³íòýýñ áàãà íýã ãèø³³íò ðóó áóóðàõ äàðààëëààð

áàéðëóóëæ áè÷äýã.

Æèøýý 1.2.1. f(x1, x2, x3) = (x2
1 + x2

2)(x
2
2 + x2

3)(x
2
3 + x2

1) îëîí ãèø³³íòèéí íýã

ãèø³³íò³³äèéã ëåêñîãðàô ýðýìáýýð áàéðëóóëáàë

f(x1, x2, x3) = x4
1x

2
2 + x4

1x
2
3 + x2

1x
4
2 + 2x2

1x
2
2x

2
3 + x2

1x
4
3 + x4

2x
2
3 + x2

2x
4
3

ýðýìáýýð áè÷íý. Ýíý îëîí ãèø³³íòèéí àõìàä ãèø³³í íü x4
1x

2
2 áîëíî.

Áîäëîãî 1.2.1. f(x1, x2, x3) = (x2
1+x2

2)(x
2
2+x2

3)(x
2
3+x2

1) îëîí ãèø³³íòèéã ³íäñýí

òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò³³äýýð èëýðõèéëæ áè÷.

Áîäîëò. Ýíý îëîí ãèø³³íòèéí àõìàä ãèø³³í íü x4
1x

2
2 áîëíî. Àõìàä ãèø³³íèé

äàðààãèéí íýã ãèø³³íò³³äèéí èëòãýã÷ýýð õîñ ³³ñãýæ áè÷âýë:

(4, 2, 0), (4, 1, 1), (3, 3, 0), (3, 2, 1), (2, 2, 2)

áîëíî. Èéìä f îëîí ãèø³³íò

f = σ2
1σ

2
2 + Aσ3

1σ3 +Bσ3
2 + Cσ1σ2σ3 +Dσ2

3

õýëáýðýýð ³íäñýí òýãø õýìòýé îëîí ãèø³³íò³³äýýð èëýðõèéëýãäýæ áè÷èãäýíý.

x1, x2, x3 õóâüñàã÷óóäàä óòãà °ã°õ çàìààð A,B,C,D êîýôôèöèåíòèéã îëú¼.

x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 f

1 1 0 2 1 0 2

2 −1 −1 0 −3 2 50

1 −2 −2 −3 0 4 200

1 −1 −1 −1 −1 1 8
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Ýíäýýñ äàðààõ ñèñòåìèéã ³³ñíý:
2 = 4 +B,

50 = −27B + 4D,

200 = −108A+ 16D,

8 = 1− A−B + C +D.

Ýíý ñèñòåìèéã áîäâîë B = −2, D = −1, A = −2, C = 4 ãýæ ãàðíà. Èéìä

(x2
1 + x2

2)(x
2
2 + x2

3)(x
2
3 + x2

1) = σ2
1σ

2
2 − 2σ3

1σ3 − 2σ3
2 + 4σ1σ2σ3 − σ2

3

ãýæ èëýðõèéëýãäýæ áè÷èãäýíý.
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