Орос. КВАНТ сэтгүүл. 2013.№1 
Д.Звонкин. Эллипс, симметричный как квадрат
Орчуулсан: МБУС-ийн математикийн тэнхмийн багш Д.Болормаа
Эллипс квадрат шиг тэгш хэмтэй болох нь
Удиртгал (оршил)
Энэ статъя нь зарим тохиолдолд хариултыг нь шууд гаргаж болох тэгш хэмийн тухай
Бодлого бөгөөд ийм бодлогууд энгийн жишээнүүдээс бүрдсэн байж болно. Хэрэв тооны тэмдгийгөөрчлөх үед өөрчдөгдөхгүй байдаг тоо бол 0 тоо юм.
Хэрэв хавтгай дээрх векторыг 1200иар эргүүлэхэд өөрчлөгдөхгүй хуучин хэвээрээ байвал  энэ нь байна.Үүнтэй төстэйгөөр Эллипсийг 900 иар эргүүлэхэд урьдын адил эллипс хэлбэрээ хадгалж байвал ийм эллипс нь тойрог юм гэсэн дүгнэлт хийж болно.
   Иймэрхүү бодлогыг бодох үед танд эллипсоид, куб шиг тэгш хэмт дүрс, өөрөөр хэлбэл бөмбөрцөг шаардлагатай болно. Эхлээд энгийнээс нь авч үзье.
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Бодлого 1. Хавтгайдээр О цэг дээр төвтэй Р1, Р2, Р3, Р4, Р5 оройтой зөв таван өнцөгт өгөгдсөн байг. (Зураг1). болохыг батал.
Бодолт :Нийлбэрийггэж тэмдэглэе.  
Хэрэв хавтгайг 0 цэгийг тойруулан бүтэн эргэлтийн 1/5- ээрбуюу 720 –иар эргүүлвэлвектор мөн 1/5- ээр буюу 720-иар эргэнэ. Нөгөө талаас нь харвал зөв таван өнцөгт ингэж эргэх үед зөвхөн оройнуудын дугаар өөрчлөгдөх боловч хэлбэр нь хэвээр хадгалагдах ба мөн векторөөрчлөгдөхгүй . Өөрөөр хэлбэл 720-иар эргүүлэхэд векторөөрчлөгдөхгүй. Иймд =0 хэвээр байх болно.
Бодлого 2: 1 дүгээр зурагт үзүүлсэн зөв таван өнцөгтийг ямар нэг зөв n олон өнцөгтөөр сольж 1 дүгээр бодлогыг өөрчлөн бод.
Бодлого3: 3 хэмжээсэд шилжүүлэн зөв таван өнцөгтийг кубээр сольж 1дүгээр бодлогыг бод.
Аффины функцтэй бодлого
Өмнөх бодлогуудад зарим нэг векторыг олох, тэгш хэмт чанар нь тэгтэй тэнцүү гэдгийг батлахад чиглэж байсан. Харин дараагийн бордлогууд векторуудын оронд аффины фунцүүдийг ашиглахад чиглэгдсэн байх тул эхлээд аффины функц гэж юу болох тухай тайлбарлах шаардлагатай. 
Аффины функцийн тухай :
	Дурын f(x,y)= ax+by +c гэсэн хэлбэртэй функцийг x,y хувьсагчийн Аффины функц  гэнэ.Үүнд a,b,c- тоонууд бодит тоо байна.  Сургуульд ax+by функцийг шугаман функц гэж нэрлэдэг бөгөөд ийм шугаман функц дээр ямар нэг тоог нэмж өгсөн байвал ийм функцийг аффины функц гэж нэрлэнэ. Хэд хэдэн аффины функцийн нийлбэр  нь мөн аффины функц байна. Аффины функцийн график нь x,y,z координаттай гурван хэмжээст огторгуй дээрх         z= ax+by+c гэсэн босоо биш хавтгай байна. Энэ үүднээс нь авч үзвэл аффины функц зөвхөн a,в,c параметрүүдээс хамаарах ба  1 шулуун дээр оршоогүй дурын гурван цэгээр нэг утгатайгаар тодорхойлогдоно. Энэ нь геометрийн хувьд огторгуйд нэг шулуун дээр оршоогүй 3 цэгийг дайруулан хавтгай татаж болно гэсэн үг.
Жишээ нь аффины функцийн нэг шулуун дээр оршоогүй 3 цэг дээрх утгууд нь тэнцүү  Өөрөөр хэлбэл а=b=0 байвал ийм фунцийг тогтмол функц гэнэ. Ийм функцийн график хэвтээ хавтгай байна.
Хэрэв аффины функц тогтмол биш утгатай байвал  түүний график нь координатын Oxy хавтгайтай ax+by+c=0 тэгшитгэлтэй L шулуунаар огтлолцоно. L шулуунаас (x,y) цэг холдох тусам шууд хамааралтайгаар аффины функцийн утга шулуун хүртэлх зайтай пропорционалиар өснө. (эерэг  эсвэл сөрөг тал руу).   a2 + b2  = 1  хүрэхийн тулд Аффины фунцийг тэг биш тогтмол тоогоор үржүүлэх хэрэгтэй. Энэ тохиолдолд (a,b) вектор L шулуунд перпендикуляр нэгж вектор болох бөгөөд (x,y) цэгээс L шулуун хүртэлх зай  |ax+by+c| байна. Энэ нь бидний сургуульд үзэж байсан цэгээс шулуун хүртлэх зайг тодорхойлж байсантай адил юм.
Дараагийн бодлогод шилжье.
Бодлого 4: Хавтгай дээр зөв долоон өнцөгт өгөгдсөн байг. Долоон өнцөгтийн дотоод Р- цэгээс түүний талууд хүртэлх зайнуудын нийлбэр нь  дотоод Р-цэгээс хамаарахгүй  болохыг батал.
Бодолт:
(x,y) нь Р цэгийн координатууд болно. Р цэгээс долоон өнцөгтийн дурын тал хүртлэх зай нь  х  ба  у-ээс хамаарсан аффины функц байна. (бүх дотоод цэгүүд нь долоон өнцөгтийн дурын талуудаас адилхан нэг талд нь байх учраас зайн тэгшитгэлийн модулыг бичихгүй байж болох ба үүний оронд зөв тэмдэгийг шууд сонгож болно.) Долоон аффины функцыг нэмэхэд дахиад л аффины функц гарна. Мэдээж (x,y) цэгээс долоон өнцөгтийн талууд хүртлэх зайн нийлбэр нь х ба у –ээс хамаарсан аффины функц байна. Одоо бид энэ функц нь тогтмол болохыг 2 аргаар батлая (өөртөө аль таалагдсаныг сонгон авч болно ).
Нэгдүгээр арга: хэрэв функц нь тогтмол биш байсан бол түүний график нь Оху хавтгайг ямар нэгэн шулуунаар огтлох байсан. Олон өнцөгтийн төвийг тойруулан бүтэн эргэлтийн долооны нэг эргэлт хийхэд энэ шулуун нь нэг талаас долооны нэгээр эргэх ба нөгөө талаас аффины функц нь өөрчлөгдөөгүй байна. Зөрчил үүсэж байна. 
Хоёрдугаар арга: энэ аффины функцын утгууд нь долоон өнцөгтийн бүх орой дээр мэдээж давхацдаг. Тийнхүү энэ оройнууд нь нэг шулуун дээр байхгүй байгаа нь функц нь тогтмол гэдгийг харуулж байна. 
Бодлого5: Дөрөвдүгээр бодлогын зөв долоон өнцөгтийг зөв n- өнцөгтөөр солиод бодлогыг бод. 
Бодлого6: Зөв зургаан өнцөгтийн дотор талд Р цэгийг авч зургаан өнцөгтийн орой бүхэнтэй хэрчмээр холбо( зураг 2). Зургаан гурвалжныг нэг нэгээр нь цэнхэр юумуу цагаан өнгөөр зааглаж будъя. Тэгвэл цэнхэр гурвалжнуудын талбайн нийлбэр нь цагаан гурвалжнуудын тавбайн нийлбэртэй тэнцүү  гэдгийг батал.
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Бодолт: Координатын эхлэл нь зургаан өнцөгтийн төв дээр байхаар хавтгайн координатын системийг авъя. (x,y) нь Р цэгийн координат байг. Цэнхэр гурвалжнуудын талбай ба цагаан гурвалжнуудын талбайн ялгаваруудыг f(x,y) гэж тэмдэглэе. Бидний зорилго бол дурын х,у-ын хувьд  f(x,y)=0  гэдгийг батлах явдал юм. АВ нь хавтгай дээрх бэхлэгдсэн хэрчим байг. АВР гурвалжны талбай нь х ба у – ээр авсан аффины функц гэдгээс эхлэе. Үнэхээр энэ нь АВ хэрчмийн уртын хагас болох тогтмолоор АВ хэрчим хүртлэх зайг үржүүлсэн аффины функц байна. f–функц нь зургаан аффины функцуудын нэмэх буюу хасахаар үүсэж байгаа учраас мөн аффины функц юм. Түүнээс гадна симметрийн зарчмаар f(0,0)=0  байх нь мэдээж байна. Одоо бид  f- функц нь 0-тэй гэдгийг хоёр аргаар батлая. 
Нэгдүгээр арга: Хэрэв функц f- нь тэгтэй тэнцүү биш байсан бол түүний график нь Оху хавтгайг зургаан өнцөгтийн төвийг дайрсан хэд хэдэн шулуунаар огтлох байсан. Зургаан өнцөгтийн төвийг тойруулан 120 градус эргүүлэхэд энэ шулуун нь нэг талаас 120 градусаар эргэх ба нөгөө талаас аффины функц нь өөрчлөгдөхгүй учраас өөрчлөлтгүй байна.Зөрчил үүсч байна.
Хоёрдугаар арга: Бидний зургаан өнцөгтийн орой бүхэн дээрх  аффины функцын утга нь мэдээжээр давхцах ба 0-тэй тэнцүү байна. Тийнхүү энэ оройнууд нь нэг шулуун дээр оршихгүй учраас функц нь мэдээжээр тэг байна. 
Бодлого7: 6-р бодлогын зургаан өнцөгтийг зөв 2n өнцөгт болгон солиход баталгаа нь үнэн хэвээр байна гэдгийг батал.
Тайлбар: Үнэн чанартаа 4,5,6 ба 7 –р бодлогууд нь нэгэн төрлийн бодлогууд юм. Мэдээжээр Р цэгээс зөв олон өнцөгтийн АВ тал хүртэлх зай ба АВР гурвалжингын талбай нь l/2 гэсэн тогтмол үржүүлэгчээр ялгагдаж байна. Энд l-нь олон өнцөгтийн талын урт юм. Бодлого 4 ба 5-д жишээлбэл: Р-ээс олон өнцөгтийн тал хүртэлх зайн нийлбэрийг l/2 –оор үржүүлбэл олон өнцөгтийн талбай гарна. Харин бодолго6-г зургаан өнцөгт нь огтлогдсон хоёр гурвалжин болохыг ажиглаад алины нь ч хувьд Р-ээс талууд хүртэлх зайн нийлбэр нь тогтмол болохыг харж болно. Энэ давхцал нь тохиолдлын биш юм. Нэгэн шулуун дээр 0 утга авч байгаа хоёр аффины функц нь зөвхөн үржүүлэгчээр л ялгагддагтай холбоотой. Бидний үзсэн бодлогуудад зөв олон өнцөгтийн талууд дээр тэг утга авч байгаа аффины функцуудыг зөвхөн өөр өөр үржүүлэгчээр л үржүүлсэн байна. 
Бодлого8: Зөв октаэдрын дотор талд нь Р цэгийг авъя. Р цэг дээр оройтой ба октаэдрын ирмэгүүд дээр суурьтай найман тетраэдрыг шатрын хөлөгтэй төстөйгөөр цэнхэр ба цагаанаар будъя. Цагаанаар будсан тетраэдруудын эзэлхүүнүүдйин нийлбэр цэнхэрээр будсан тетраэдруудын эзэлхүүнүүдйин нийлбэртэй тэнцүү гэдгийг батал. 
Тайлбар: Зөв октаэдр нь орой бүхэн дээрээ дөрвөн гурвалжин бүхий найман зөв гурвалжингаас тогтсон олон талт юм. (зураг 3) Жишээ нь кубын талс бүрийн төвд нь цэг авч зэргэлдээ орших ирмэгтэй хэрчмээр холбовол октаэдр үүснэ. 
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Тэтраэдр нь дөрвөн гурвалжингаар хязгаарлагдсан олон талт юм. Өөрөөр хэлбэл энэ нь гурвалжин суурьтай пирамид юм. (Зураг 3) дээр  зүүн талд октаэдрыг үзүүлж баруун талд нь түүний талсуудын шатрын хөлгийн байдлаар цэнхэр ба цагаанаар будсаныг харуулав. 
Заавар:  Бэхлэгдсэн суурь ба (x,y,z) координат бүхий Р цэг дээр оройтой тэтраэдрын эзэлхүүн нь ax+by+cz+d хэлбэртэй гурван хувьсагч бүхий аффины функц болохыг батал. (a,b,c,d - бодит тоо). Эндээс харахад  f(x,y,z) функц нь цэнхэр ба цагаан тэтраэдруудын эзэлхүүнүүдийн ялгавартай тэнцүү бөгөөд аффины функц болох нь илт байна. Октаэдрын симметр чанараас f функц нь октаэдрын бүх орой ба төв дээр нь тэгтэй тэнцүү болохыг харж болно.
Бодлого 9: Огторгуйд зөв икосаэдр зурагдсан байг.  Дотоод Р- цэгээс икосаэдрийн бүх талс хүртэлх зайн нийлбэр Р- цэгээс хамаарахгүй гэдгийг батал .
[image: ]    Тайлбар: Зөв икосаэдр -  хорин зөв гурвалжингаас бүрдэх бөгөөд орой нэг бүр дээр тав таван гурвалжин нийлнэ. (зураг 4)

Зураг 4


Квадратлаг хэлбэрийн бодлогууд:
Энэ бүлэгт квадратлаг хэлбэрийн бодлогуудын тухай судлах тул эхлээд квадратлаг хэлбэрийн шинж чанарыг авч үзье. Бүх гишүүний зэрэг нь хоёртой тэнцүү x,y хувьсагчийн  олон гишүүнтийг x,y хоёр хувьсагчийн  квадратлаг хэлбэр гэж нэрлэнэ. Өөрөөр хэлбэл квадратлаг хэлбэр ньхэлбэрийн функц юм. Үүнд a,b,c нь бодит тоонууд. Квадратлаг хэлбэрүүдийн нийлбэр квадратлаг хэлбэр байна. Квадратлаг хэлбэрийн  f функцийг тодорхойлохын тулд ихэнх тохиолдолд түвшний шугамаар зурах нь хялбар тохиромжтой байдаг, өөрөөр хэлбэл f(x,y) = c хэлбэрийн муруйгаар илэрхийлдэг.
 Жишээ нь c=1 үед f(x,y) = (x2 +y2) / r2  квадратлаг  хэлбэр нь r- радиустай тойрог байх бөгөөд    f (x,y) = x2 / 4 +y2 -  1,2 гэсэн хагас тэнхлэгтэй эллипс (зураг 5) байх ба харин  f (x,y) =x2/ 4 - y2 – гипербол болно.
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       Квадратлаг хэлбэрийг Ннормаль хэлбэрт оруулах тухай  теором нь квадратлаг хэлбэрийн хамгийн гол үр дүн юм. Дурын f  квадратлаг хэлбэрийн хувьд f= u2+βv2 байх u,v декартын координатын систем олдоно. α, β-бодит тоонууд
      Ийм координат системийг олохын тулд нэгж тойргийн цэгүүд дээрх f квадрат хэлбэрийн утгыг авч үзнэ. Энэ тойрог дээр f максималь утгатай байх , f минималь утгатай байх  нэгж векторуудыг сонгоё.  Харин нэгж векторүүд  өөр хоорондоо перпендикуляр байх ба () суурьт  f-квадратлаг  хэлбэр  αu2 + βv2  байдлаар бичигдэнэ. Үүнийг энд батлах шаардлагүй гэж үзэв.  
Хэрэв α, β хоёр тоо эерэг  байх аваас с=1 үед квадратлаг хэлбэрийн түвшний шугам –эллипс байна. Хэрэв α, β өөр өөр тэмдэгтэй байвал  түвшний шугам гипербол байна. Эллипс болон гиперболийн тэнхлэг векторуудын дагуу чиглэсэн байна.  Хэрэв α, β сөрөг байвал  f(x,y) = -1 гэж үзэх нь ашигтай бөгөөд ийм тохиолдолд эллипс болно.
Дасгал:
 α, β тооны аль нэг нь тэгтэй, с=1 тэнцүү  байвал ямар түвшний  шугам байх вэ?                           ( хариулт: хос параллель шулуун байна)  
r- гэсэн хавтгайн ямар нэгэн хувиргалт авч үзье. тухайлбал эргүүлэлт. Хэрэв квадратлаг хэлбэрийн утга дурын Р цэг дээр r(Р) цэг дээрх утгатай давхцаж байвал  r-ийн хувьд    инвариант квадратлаг хэлбэр гэж нэрлэнэ. Өөрөөр хэлбэл r-хувиргалтыг хэрэглэснээр квадратлаг хэлбэрийн утга өөрчлөгдөхгүй. Дурын квадратлаг хэлбэр1800-ийн эргүүлэлтийн хувьд инвариант чанартай. Үнэндээ 1800 ийн  эргэлт  x, y  координатыг – x,- y болгоно. Иймд (- x)2= x2, (- y)2=y2  , харин (-x)(-y)=xy болно.
    Квадратлаг хэлбэрийн инвариант чанараас түүний түвшний шугамын инвариант чанар урган гарна гэдэгт анхаарлаа хандуулбал зохино. Үнэн чанартаа эллипс болон гипербол төвийнхөө хувьд тэгш хэмтэй юм. Хэрэв квадратлаг хэлбэр ямар нэгэн өөр эргүүлэлтийн хувьд инвариант байвал  уг квадратлаг хэлбэр  α(x2+y2) байдлаар илэрхийлэгдэнэ. Тойргоос бусад нэг ч гиербол, нэг ч эллипс эргүүлэлтээр өөртөө буухгүй.
  Жишээ:   
    f( x,y) = 14x2- 24xy +21y2 квадрат хэлбэрийг авч үзье.
   Эхлээд декарт базист шилжвэл : = (,),   =(-,).  Шинэ базист координат дараах хэлбэртэй болно. u=     v= -+. Тэгвэл  f( x,y) = 5u2 + 30v2 . 
Эндээс түвшний шугам  f(x,y) =1 бол эллипс болно. Энэ эллипсийн их хагас тэнхлэг 1/√5-  тай  ба харин бага хагас 1/√30 - тай тус  тус тэнцүү байна.  
Бодлого 10: O цэг дээр эхтэй  координатын хавтгай дээр (a,b ) координаттай А цэгийг тэмдэглэв. Түүний  гадна хавтгай дээр (x,y) бүхий Р цэг хөдөлж байна. s нь А цэгээс ОР хүртэлх зай болог. l нь ОР- ийн урт. f(x,y)=s2 l2   гэж авъя. f  нь x,y –ээс хамаарсан квадратлаг хэлбэр болохыг батал. ( энэ бодлого нь тийм ч сонирхолтой биш харин дараагийн бодлого сонирхолтой болно.)
Бодолт:
H нь ОР шулуун дээрх  А цэгийн проекц болог ( зураг 7). Энэ тохиолдолд 
s2 l2 =AH2 .OP2 = (OA2 –OH2 ) .OP2 = AO2.OP2– ()2 = ( a2  + b2) (x2 +y2) – ( ax +by)2
энэ нь  x,y- ийн квадратлаг хэлбэр болно.
[image: ]Зураг 7
Бодлого 11.
   Хавтгай дээрх зөв n өнцөгтийн  О төвийг дайруулан шулуун татжээ. n- өнцөгтийн  оройгоос  шулуун хүртэлх зайнуудын квадратуудын нийлбэр нь шулууны сонголтоос хамаарахгүй болохыг батал.
Бодолт: Шулуун дээр  (x,y) координаттай Р цэгийг сонгож  зайнуудын квадратуудын нийлбэрийг ОР2-ээр  үржүүлье. Өмнөх бодлогын дагуу бидэнд f(x,y)  квадратлаг хэлбэр өгөгдсөн.  n- өнцөгтийг n- ний нэг эргэлтэээр  эргүүлэхэд квадратлаг хэлбэр өөрчлөгдөхгүй. Эндээс f нь f (x,y)=α(x2 +y2) хэлбэртэй болох бөгөөд түүний түвшний шугам нь  f(x,y) =1 тойрог болно.
     ОР2 =x2 + y2  байдгийг санаж  n- өнцөгтийн  оройгоос шулуун хүртэлх зайнуудын квадратуудын нийлбэр α-тай тэнцүү бөгөөд Р цэгийн координатаас хамаарахгүй.
   Дараагийн бодлогыг бодоход дараах сануулга хэрэгтэй болно.
   f (x,y) функц нь 2 дугаар зэргийн дурын олон гишүүнт болог. Энэ тохиолдолд f  квадратлаг хэлбэрийн нийлбэр  ( хоёрдугаар зэргийн гишүүд ),  шугаман функц ( 1зэргийн гишүүд), тоо (сул гишүүн) болж задарна.
   Бидний авч үзэж буй функц  координатын эхийг тойруулан эргүүлсэн ямар нэгэн  r эргүүлэлтийн хувьд инвариант гэж бодъё. Ийм тохиолдолд дээр дурдсан нэмэгдэхүүнүүд тус бүр инвариантлаг гэдгийг баталж  болно. Үүнийг янз бүрийн аргаар батлах боломжтой бөгөөд α – өнцгийн эргүүлэлтээр
 u= (cosα)x+(sinα)y
v= (-sinα)x +(cosα)y
1-р зэргийн гишүүдийг 1-р зэргийн гишүүдэд , 2-р зэргийн гишүүдийг2-р зэргийн гишүүдэд бууна. Өмнөх бодлогуудад ийм шинж чанарыг төдийлөн тодорхой  ашиглаагүй. Координатын эхийг тойруулан эргүүлэх үед шугаман функц шугаман байдлаараа , харин квадратлаг хэлбэр квадратлаг хэлбэртэй хэвээр үлдэнэ.
Бодлого.  12
 Хавтгай дээр координатын эх О цэг дээр төвтэй  зөв n- өнцөгтийг зуржээ. r –багтсан тойргийн  радиус байг. Хавтгай дээр ОР=1 байх Р цэгийг сонгож авъя. Энэ тохиолдолд Р цэгээс  n - өнцөгтийн тал хүртлэх  зайн квадратуудын нийлбэр n(r2+l2) – тай тэнцүү болохыг батал.
    Бодолт:  Хэрэв хавтгай дээрх L шулуун  ax +by +c =0 (энд a2 +b2 =1) тэгшитгэлээр өгөгдсөн байвал Р-ээс L хүртэлх квадрат зай (ax +by +c)2 – тай тэнцүү. Р- цэгээс n- өнцөгтийн тал хүртэлх зайн квадратуудын нийлбэр  f(x,y)=A+Bxx+Byy+Cxxx2+Cxyxy+Cyyy2 хэлбэрийн   хоёр дугаар зэргийн олон гишүүнт байна.  A, Bx, By, Cxx, Cxy ,Cyy ямар нэгэн бодит тоо. 
     f- олон гишүүнтийн 0,1, 2 зэргийн гишүүдийг авч үзье. 
   Сул гишүүн нь А тогтмол тоо юм. 1дүгээр зэргийнгишүүд нь Bxx +Byy  нийлбэр болох бөгөөд энэ нь (x,y), (Bx, Bу ) векторуудын скаляр үржвэр юм.  Тэгш хэмт чанараас (Bx, Bу) векторыг n-ний 1 эргүүлэлтээр эргүүлэхэд  өөрчлөгдөхгүй. Өөрөөр хэлбэл тэгтэй тэнцүү. Хоёрдугаар зэргийн гишүүн   Cxxx2 +Cxy xy + Cyyy2 хэлбэртэй квадратлаг хэлбэр болно. Энэ квадратлаг хэлбэр  n-ний нэгээр эргүүлэхэд өөрчлөгдөхгүй. Иймд квадратлаг хэлбэрийн түвшний шугам тойрог байх бөгөөд C(x2 + y2) томъёогоор тодорхойлогдоно.  
   Эндээс квадратлаг хэлбэр f ( x,y)= A +C(x2 +y2) болох илэрхий харагдана.
А ба С тоог олох л үлдлээ. А-ыг олохын тулд f(0,0) функцыг л олоход хангалттай. Тухайлбал Р=0 цэгийн хувьд зайн квадратуудын нийлбэрийг олоход хангалттай. Энэ нийлбэр нь nr2 өөрөөр хэлбэл A=nr2 . С –ийг олохын тулд Схх , Суу  коэффициентүүдийг авч үзье. n өнцөгтийн аль нэг талыг агуулсан шулуун нь  ax+by+c=0 тэгшитгэлээр өгөгдсөн бол а2+b2=1 болно. Тэгвэл (ax+by+c)2 коэффицент нь х2 байхад Схх=a2 харин коэффицент нь у2 үед Суу=b2 байна. Тийнхүү  Схх +Суу  =1 олон өнцөгтийн n талууд бүр нь Схх +Суу  нийлбэрт хувь нэмэр оруулах ба эцэст нь энэ нийлбэр нь 2C –тэй тэнцүү болно. Иймд С=n/2  болж байна. Тийнхүү 
f(x,y)=nr2+n/2(x2+y2)=n(r2+) 
Үлдсэн хоёр бодлогын хувьд  бидэнд гурван хэмжээст огторгуйд квадрат хэлбэрийг нормаль байдалд оруулах теорем шаардлагатай болсон. Ямарч квадрат хэлбэрийн хувьд 
f(x,y,z)=axxx2+ayyy2+azzz2+axyxy+axzxz+ayzyz
f=αu2+βv2+γw2 байх u,v,w ба гурван бодит тоо болох α,β, γ  бүхий декартын координатын систем олдоно. 
Бодлого13. (“Сонгодог механикийн математик аргууд”гэсэн В.И Арнольдагийн номноос энэ бодлого нь бодлого11-ын гурван хэмжээст огторгуй дахь хэлбэр юм ). Кубын оройгоос шулуун хүртэлх зайн квадратуудын нийлбэр нь хамгийн бага утгатай байхаар кубын төвийг дайрсан шулуун тат. Зөв тэтраэдр, октаэдр, икосаэдр, додекаэдр үед бод.
Бодлого14. Огторгуйд О цэгт төвтэй зөв додекаэдр өгөгдсөн.  Р гэсэн ямар нэг цэгийг сонгон авъя. О цэгээс  Додекаэдрийн талсуудын төв хүртэлх зайг r, додекаэдрын ирмэгийн дундаж хүртэлх зайг р,  О цэгээс додекаэдрогийн орой хүртлэх зайг R  гэж тэмдэглэе. Эцэст нь ОР=l гэе. 
a). Р –цэгээс додекаэдрагийн талс хүртэлх зайн квадратуудын нийлбэр 12r2+4l2 болохыг батал.
б). Р зайгаас додекаэдрагийн ирмэг хүртэлх зайн квадратуудын нийлбэр 30ρ2+20l2 болохыг батал.
в). Р-ээс додекаэдрагийн орой хүртлэх зайн квадратуудын нийлбэр 20R2+20l2 болохыг батал.
Зөв тетраэдра, октаэдра, куб ба исокаэдрагийн хувьд томъёонуудыг гарга.
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